ZUPANIJSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
7. razred — osnovna skola
24. veljace 2026.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO
TREBA | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

Zadatak OS-7.1.

U jednoj se tiskari rabe dvije vrste tiskarskih pisaca, a trenutno svi tiskaju istu knjigu.
Sest pisaca prve vrste ispiSe 18 knjiga za 4 sata, a pet pisaca druge vrste ispise 5 knjiga
za 12 sati. Koliko bi ukupno knjiga ispisalo 15 pisaca prve vrste i 6 pisaca druge vrste

za 280 sati?

Rjesenje.

Sest pisaca prve vrste za 4 sata ispise 18 knjiga.

Tri pisaca prve vrste za 4 sata ispisu 18 : 2 = 9 knjiga.

Stoga, 15 pisaca prve vrste za 4 sata ispise 9 - 5 = 45 knjiga.
Konacno, 15 pisaca prve vrste za 280 sati ispise 45 - 70 = 3150 knjiga.
Pet pisaca druge vrste za 12 sati ispise 5 knjiga.

Jedan pisac¢ druge vrste za 12 sati ispiSe jednu knjigu.

Stoga, 6 pisaca druge vrste za 12 sati ispiSe 6 knjiga,

te 6 pisaca druge vrste za 4 sata ispise 2 knjige.

Konacno, 6 pisaca druge vrste za 280 sati ispise 2 - 70 = 140 knjiga.

Dakle, 15 pisaca prve vrste i 6 pisaca druge vrste za 280 sati ispise
3150 4 140 = 3290 knjiga.
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Zadatak 0S-7.2.

Za prirodne brojeve a, b i ¢ vrijedi D(a,b) = 6, D(a,c) = 21 i V(b,c) = 840. Odredi
sve moguce vrijednosti broja b.

Napomena. D(m,n) je najvedi zajednicki djelitelj, a V(m,n) najmanji zajednicki vise-

kratnik brojeva m i n.

Rjesenje.

Iz D(a,b) = 6 i D(a,c) = 21 zakljucujemo da je a djeljiv brojevima 2, 31 7. 1 bod
Broj b je djeljiv brojem 6, ali nije djeljiv brojem 7 jer bi inace D(a,b) bio barem 42. 2 boda
Broj ¢ je djeljiv brojem 21, ali nije djeljiv brojem 2 jer bi inace D(a,c) bio barem 42. 2 boda

Rastav broja 840 na proste faktore je 840 =23-3-5-7. 1 bod
Bududéi da vrijedi V (b, c) = 840 i ¢ nije djeljiv s 2, slijedi da je b djeljiv s 2% = 8. 2 boda
Takoder, b je djeljiv s 3, ali ne i sa 7, pa b moze biti
b=8-3=24 1 bod
ili
b=8-3-5=120. 1 bod

Zadatak 0S-7.3.

Dijagonale paralelograma ABCD sijeku se u tocki O. Neka su P, @), R i S redom
osnosimetri¢ne slike tocke O u odnosu na pravce AB, BC, CD i DA. Dokazi da je
cetverokut PQ RS paralelogram.

Rjesenje.
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U paralelogramu se dijagonale raspolavljaju, pa je |[AO| = |OC| i |BO| = |OD]|.

Tocke P i R su osnosimetricne slike tocke O obzirom na pravce AB i CD, pa je
PO 1L ABiOR 1L CD.

Kako su AB i C'D usporedni pravci, slijedi da tocke P, O i R pripadaju istom pravcu.
Sli¢no zakljucujemo da je O € )S, a pravac QS je okomit na pravce BC i DA.

Neka je E presjek pravca PR s pravcem AB i GG presjek pravca PR s pravcem C'D.
Promotrimo trokute BOE i DOG. Vrijedi:

e |<BEO| = |<DGO| = 90°,
« |BO| = 0D,
e |<FEOB| = |<GOD] jer su to vrsni kutovi.

Stoga su trokuti BOE i DOG sukladni prema poucku K-S-K.

Iz sukladnosti trokuta slijedi |FO| = |OG].

Zbog osne simetrije slijedi |PO| = 2|EO| = 2|0G| = |OR], tj. tocka O je poloviste
duzine PR.

Neka je F presjek pravca QS s pravcem BC' i H presjek pravca QS s pravcem DA.

Sli¢no kao gore zakljucujemo da su trokuti BFO i DHQO takoder medusobno sukladni
i vrijedi |[FO| = |OH|.

Slijedi |QO| = OS], tj. tocka O je poloviste duzine QS.

Dakle, dijagonale PR i QS &etverokuta PQRS se raspolavljaju, pa je taj cetverokut
paralelogram.

Zadatak 0S-7.4.

Na koliko se nacina po jedna bijela, plava, zelena, smeda i tri crvene stolice mogu
rasporediti u niz (jedna do druge) tako da svake dvije susjedne stolice budu razli¢itih
boja? Stolice se razlikuju samo po boji.

Prvo rjeSenje.

Na raspolaganju su 3 crvene stolice i 4 stolice ostalih boja, ukupno 7 stolica.
Oznacimo crvene stolice slovom C, a ostale stolice slovom X.

Ispisimo kako se crvene stolice mogu rasporediti u odnosu na ostale stolice.
Prvo ispisujemo sve mogucnosti u kojima su prva i treca stolica u nizu crvene.
To su: CXCXCXX, CXCXXCX, CXCXXXC

Nakon toga ispisujemo ostale moguénosti u kojima je prva stolica crvena.

To su: CXXCXCX, CXXCXXC, CXXXCXC

Konacno ispisujemo moguénosti u kojima prva stolica nije crvena.

To su: XCXCXCX, XCXXCXC, XCXCXX(C, XXCXCXC

Ukupno ima 10 rasporeda.
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Medusobnom zamjenom crvenih stolica (C) unutar bilo kojeg od ovih rasporeda ne¢emo
dobiti novi raspored jer su crvene stolice iste. Medutim, zamjenom bilo koje dvije od
ostalih stolica (X) dobit éemo novi raspored jer su te stolice sve medusobno razlicite.

Stolice bijele, plave, zelene i smede boje mogu se rasporediti na 4-3-2-1 = 24 nacina.
Ukupno, broj trazenih rasporeda stolica iznosi 10 - 24 = 240.

Napomena: Moguce je razmisljati i u obrnutom smjeru. Prvo rasporedimo necrvene
stolice na 24 nacina, Sto nosi 2 boda, pa nakon toga pokazemo da se crvene stolice
mogu rasporediti na 10 nacina, Sto nosi 6 bodova bodova. Zaista, Cetiri necrvene stolice
odreduju pet praznina (prije prve stolice, nakon prve stolice, nakon druge stolice, nakon

trece stolice i nakon Cetiri stolice) od kojih trebamo odabrati tri u koje stavljamo crvene
stolice. Dovoljno je odabrati dvije od tih pet praznina u koje nec¢emo staviti crvene

stolice, a to mozemo na — = 10 nacina.

Drugo rjeSenje.

Na raspolaganju imamo 3 crvene i po jednu bijelu, plavu, zelenu i smedu stolicu.
Oznacimo ih C, C, C, B, P, Z, S.

Sedam razlic¢itih stolica mozemo rasporediti na 7-6-5-4-3 -2 -1 nacina.

No, kako su tri crvene stolice iste, taj broj treba umanjiti onoliko puta na koliko se
nac¢ina mogu ispremjestati tri crvene stolice, a to je 3-2- 1.

Dakle, broj svih rasporeda stolica je

Od tog broja treba oduzeti broj rasporeda u kojima se crvene stolice nalaze jedna do
druge. Prebrojimo te rasporede.

Prvo prebrojimo koliko ima rasporeda u kojima su sve tri crvene stolice zajedno,
odnosno broj rasporeda niza (CCC), B, P, Z, S. Imaih 5-4-3-2-1 = 120.

Prebrojimo sada koliko ima rasporeda u kojima su dvije crvene stolice zajedno, a treca
nije kraj njih. Neka je (CC) par crvenih stolica koje u rasporedu stoje zajedno. Treba
rasporediti niz (CC), C, B, P, Z, S tako da (CC) i C ne budu zajedno.

Broj rasporeda tog niza je 6-5-4-3-2-1 = 720.

Medutim, ovdje smo dvaput prebrojali one rasporede u kojima su sve tri crvene stolice
zajedno (kao (CC)C i C(CC)), pa taj broj moramo oduzeti.

Dakle, broj rasporeda u kojima se to¢no dvije crvene stolice nalaze jedna do druge je

720 — 2 - 120 = 480.

Konacno, broj razli¢itih rasporeda stolica koji su u skladu s uvjetom zadatka je

840 — 120 — 480 = 240.
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Zadatak OS-7.5.

Odredi sve uredene trojke (z,y, z) racionalnih brojeva za koje vrijede jednakosti

TY=2—T—Y
Yz = — Y — 2

Zr=1Yy—z— 1.

Prvo rjeSenje.

Zbrajanjem prve i treée jednadzbe dobivamo z(y + z) = —2x, odnosno

z(y+z+2)=0. 2 boda

Analogno dobivamo

yz+z+2)=0, i zlx+y+2) =0. 1 bod
Ako je x = 0, tada iz prve polazne jednadzbe vidimo da je y = z. 1 bod
Uvrstavanjem u drugu polaznu jednadzbu dobivamo y? = —2y,
pajey=z=0iliy=2= -2 2 boda

Analogno zakljuc¢ujemo ako je y = 0ili z = 0.

Stoga, ako je barem jedan od x, y, z jednak 0, rjeSenja su

(z,y,2) € {(0,0,0),(=2,-2,0), (2,0, —2), (0, -2, —2)}. 1 bod

Inace, ako niti jedan od x, y i z nije 0, onda dobivamo sustav

y+z+2=0,
z+x+2=0,
r+y+2=0, 1 bod
¢ije je jedino rjeSenje (z,y,z) = (—1,—1,—-1). 2 boda
Drugo rjeSenje.
Iz vy = z — x — y slijedi
rYyt+r+y==2
wwtr+ty+l=2z+1
(z+D)(y+1)=2z+1 1 bod
Analogno, dobivamo
(y+1)z+1)=2+1 i (+)E+1)=y+1. 1 bod

Mnozenjem dobivenih jednadzbi dobivamo

(z+1D*(y+1)°z+1)?2 =+ 1Dy +1)(z+1). 1 bod
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Zakljucujemo da vrijedi

(z+Dy+1)z+1)=0 ili (z+1)y+1)(z+1)=1

Prvi slucaj.

Iz (z4+1)(y+1)(z+1) =0slijedi z = —1iliy = —1ili z = —1.
Akojex =—1,iz (v + 1)(y+ 1) = z + 1 slijedi z = —1.

Tada iz (z + 1)(x + 1) = y + 1 slijedi y = —1.

Slicno dobivamo za pretpostavke y = —1 ili z = —1, pa je u ovom slucaju jedino
rjeSenje (x,y,2) = (—1,—1,—1).

Drugi slucaj.

Iz(z+1)y+1)(z+1) =1i(z+1)(y+1) =2+ 1slijedi (z+1)(z+1) =1, tj.
(z+1)2=1.

Stogaje z+1=11li 24+ 1= —1, odnosno z =0 ili z = —2.

Za z=0,iz (z+ 1)(z + 1) =y + 1 dobivamo z = y.

Tada iz (x + 1)(y + 1) = z + 1 slijedi x = y = —2.

Za z=—2,iz (z+1)(x+1) =y + 1 dobivamo z + y + 2 = 0.

Tada iz (x +1)(y+ 1) = z + 1 slijedi xzy =0, tj. x =01ili y = 0.

Jedine trojke (z,y, z) koje zadovoljavaju uvjet (z + 1)(y + 1)(z + 1) = 1 su (0,0,0),
(0,-2,-2), (=2,0,-2), (-2, —2,0).

Trece rjeSenje.

Kao u prethodnom rjesenju dobivamo (z +1)(y+1) =2+ 1, (y+1)(z+1) =z +11
(z+1)(z+1)=y+ 1L

Mnozenjem prve jednadzbe sa z + 1, druge s  + 1, a trece s y + 1, dobivamo
@+ Dy+DE+)=(@+1)° =@y +1)*=(z+1)"

Slijedi da je |z + 1] = |y + 1| = |z + 1]

Takoder, kao u prethodnom rjesenju dobivamo da izraz (x + 1)(y + 1)(z + 1) ima
vrijednost 0 ili 1.

Iz(z+1Dy+1)(z+1)=0i|lz+1=ly+1=|z+1]slijediz =y =2=—1
Iz (x+1)(y+1)(2+1) = 1i|z+1| = |y+1| = |z+1] slijedi |z +1]| = |[y+1| = |z +1| = 1.
Dakle, za svaki od brojeva z, y i z vrijedi da su jednaki 0 ili —2.

Zbog uvjeta (x + 1)(y + 1)(z + 1) = 1 ili je jedna zagrada pozitivna i dvije negativne
ili su sve tri pozitivne, pa jedine trojke (z,y,z) koje zadovoljavaju uvjet su (0,0,0),
(0,2, -2), (=2,0,—-2), (—2,~2,0).
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